04/0

9/2002

LES EQUATIONS
VARIATIONNELLLES

« Jean-Charles MARTY
 CNES/GRGS



Equation du mouvement: = |E(F, ?,t)

Avec r=(x,y,z) et r=(x,v,2)

t: temps

Est intégrée numeériquement (GINS: Cowell )

(X5, Y0:2,)
(XO’yO’ZO)

Avecat=t, r
r

r . L .
?" Conditions initiales €,
0

—

En fait on a: zt£=|§(r,?,t,§d) (1)

Avec €, les parametres du modele dont déependent les
forces (ex: coeff. de trainée, coeff. de pression de
radiation solaire, coeff. du champ de gravité...)
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On réalise des mesures Q que I'on peut écrire:

Q= Qm(ﬁo,ﬁd,ﬁ )+§

Conditions / Erreur commise sur chaque
Nitiales mesure (inconnue)

Coeff.
dynamiques  Coeff. dépendant des mesures

(biais de distance, de datation, d’horloges
ambiguités de phase, correction
troposphérique...)

On linéarise autour des valeurs nominales de €,,€,,€_et on écrit:

Q=Q, (¢ ,c, € +Z t“Ae+<‘,

¢inconnue =| Q-Q,(¢,,€,,€ ) Z a”‘As (2)

04/09/2002 école d'ét€¢ du GRGS 3



0Q

- pour € : expression directe de aath

m

- pour € =(g,,£,): on doit ecrire:

0?™d

ach :Zach or :ach oX +8ch oy +8ch 0z
0€ or ode, ox de, dy Of, 0Z OE,
agrth . expression directe

Il reste a calculer les aaTr et pour ce faire, on dérive
D

I’équation (1) par rapporta €,
d(odr :E)IE. ar +8IE. or N oF
dt’\0s, ) OF dg, Or de. ot

(3)

D

Ce sont les équations aux variations
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. . Jr, _ di,
-si €, =€, ! parametres dynamiques 3¢ T3¢ 0
-si & =g, :les conditions initiales, on a:

OX, oX,
Jey T dge
D=| ‘
0z, 0z,
o5, " oes
Si g, =(r,r) D=l
SI 80:(ao!eo!ioigoiwoyMo)
D est la Jacobienne (F, %)
Jd(a,e,,i,Q o ,M)
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Les équations aux variations sont donc a integrer en parallele
avec | ‘'equation du mouvement

Probleme: En general les deérivees partielles varient
beaucoup moins viteque r et r

k On devrait utiliser un pas d ‘intégration plus grand
ou un intégrateur d ‘ordre moins éleve

Mais difficulté d 'implementation

!

Donc en genéral on choisit d ‘intégrer les equations
aux variations avec le méme intégrateur que pour (1)
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AUTRE METHODE: on peut reecrire les equations aux
variations par rapport aux conditions initiales €, =(r,r ):

d(_of |_oF of oF or (4)
dt\d(E,E)) oF o(F,r) oF o(F,T)
La solution générale est de la forme:
oF | - Jf,
AEHS (7. T)
— =Q(t,t,)
dt|  of oF
A(F, 1) | J(F, 1)
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0X X _ -
w, o [[or

avec Q(t,t )= 0 0 [ | j\

Y Oz 4+— Matrices (3,6)
ox, 7 oz, | L-o%

| 0 |

1
Q QU
& |

Q)
=l

Q)

Le systeme (4) se réécrit:

Tor ] | of of |
0] [1]
g | 0€0_ HL)&J | 0€o
s P o o oF | | oF
VBN EIEE ol 2F | 9F)
Loeo ] [LoF Jloeo] [T | oo Matrices (3,3)
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C’est-a-dire:

d
dt

On peut ecrire a partir de (5):

Onad'autre part: (Q'Q) =QQ+Q'Q=0

= QQ=-0"Q
- Q0 =-0'A0
= Q' =—0Q1A0QQ0-

—lag.t,)]=

- [0]

{8?
| o7

I

1]

or

alj Q(t,t,)

= Q1 =-0"A

O=AQ (5)

avec Q(t,t )=1I

d

- [o]

Donc | —[Q'(t,t)]=qQ'(tt,) {aﬁ} [

dt

ar

(6)
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Pour les equations aux variations par rapport aux parametres
dynamiques (avec €,=¢€ ), on pose: Z,= aaar et Z, = aagr
d

d

Et cela donne:

2,1 [l W gy [0
g

([l M s [0
Ot ) Bﬂ Bﬂ_{?d}r{gﬂ
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_ 0 -
N d(g(t,to){"stf(t,to) {aﬁ} (7)
dt d agd |

C’est une équation différentielle du 1er ordre qu'on peut
aisement integrer en utilisant les resultats de l'integration
numerique des equations aux variations par rapport aux
parametres initiaux pour construire Q(t,t,)

|

N!

04/09/2002 école d'ét€¢ du GRGS

11



Remarque 1: si ¢,=(a,e,i, 2, o,M,)

T
Ona: {}zJO. £,

Sml

Jo est la jacobienne de passage (6x6) au point de départ
Onpose J(t)=Q(t,t,).d,
et donc J'(t)=J,.Q"(t,t,)

En multipliant | ‘equation(7) par J;' on obtient:

d z 0
(JA(t){fB =J'(t) {BIT (8)
dt 24 Je, |

Méme forme que le systeme (7)
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Remarque 2: Cas d'une variable indépendante autre que le
temps ( régularisation)

dt _r do a,

do a, dt r

. de a de de r de
On ales opérateurs:: S et — =~
r do do a, dt

de d (d.j d(rde) r d (d.j 1 dr de
Donc: = = = +
do do\do/ dol\a,dt) a,do\dt/ a, do dt

_d'e_rde 1drade_rde 1drde
do g,dt” a,dor do g,dt° rdodo

Or:rﬁzfﬂ :>1dr_1f-’dr:> d._rd‘+1rdrd0

do do  rdo ¢ do do 22dt® ° dodo
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Si on repart des equations aux variations par rapport aux

conditions initiales (3), en posant: S(t) = ?;: T() = g_lf etY = §F
r €
dyY oY 0
=S(t).Y + T(t
g (t). ()= o

On obtient :
dY rdyY N 1 F-dF dY
do° a: dt® r* dodo

( 0¥ +T(D)- an R\
ao at r2 dG dG

Et en variable o :

ST sy + Tt 297 4 g ardy
o as rdo r* dodo

="23(t).Y+("T(t)+ Tt d"de
do do

do r do
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d (arj:r oF or +(,~ aF+ 1. drj d (arj 9)

: r-
do'\de, ) a,drde, \a,dr r° do)dolde,

On integre donc cette équation en méme temps que
| 'équation du temps et | 'équation de la dynamique.

Pour les parametres dynamiques on a:

0
Q -1 d — -1 —
dt[J (t){dB J'(t) Bﬂ

. 0
- . . Q -1 Zd — ﬂ -1 —
qui devient : do[J (t){dB (do)J (t) B’f} (10)
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LES FORCES STOCHASTIQUES

Les parametres ajustes sont géneralement consideres comme
linéairement indépendants. On a aussi la possibilite de
prendre en compte des forces « stochastiques » introduites:

- sur tout | "arc avec une période donnée
- au moment des manceuvres
- au moment des eclipses

Ces forces sont supposeées linéaires sur les intervalles de
discretisation.
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} , les forces stochastiques sont alors

Si on discrétise en {t
J'j=0N

de la forme:
F(t)=C(t) 1=1,2,3 les axes du repere choisi

C,; : processus de Gauss Markov d'ordre 1

Ces forces sont prises linéaires par morceaux c.a.d:

tj+1 -t t- tj [ ]

. +Ci(tj+1)t 4 te tj,tj+1

1 1

Les forces stochastiques sont corrélées deux a deux et

leur équation d’évolution est:

F(H)=C,(t,)

F(t

i j+1)

= e T F(t) +77.
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Les 71; seront pris en compte sous forme de coefficient
multiplicatif des termes rajoutés a la matrice normale

globale

L 'équation d’évolution s 'écrit donc:

m -to

€ r

\

-1

o )

/

Ft)

F(ty)

o

\

/

C 'est-a-dire A.F=0 et | 'équation normale relative aux
corrélations entre les forces stochastiques s 'écrit:
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[ _t4-tp t1-to )
62 T - 7 0
t1-to 21 t2-14
-e 7 +e = ¢ -e 7
AlA = -
IN-1-tN-2 _»IN—IN-1 IN—IN-1
- T +e T -€ T
tN—tN-
. PR |

Cette équation sera ajoutée a la matrice normale et chaque
terme sera multiplie par cov(n;) qui vaut:

t

t -t
9 it
cov(nj)Ze' r O?

Avec o2 la variance choisie
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