Les travaux scientifiques de Cholesky

C. Brezinski

Dans cet article, nous allons procéder a une description et a une analyse des différents
manuscrits & caractére scientifique trouvés dans le Fonds A. Cholesky de 1’Ecole Polytechnique.

Le nom de Cholesky est passé a la postérité grace a sa méthode de résolution des systemes
d’équations linéaires. Elle est toujours intensément utilisée de nos jours et c’est donc pas elle que
Nnous commencerons.

1 La méthode de Cholesky

La méthode de Cholesky est bien connue en analyse numérique. Soit a résoudre le systeme
d’équations linéaires

Ax =10

ou la matrice A est carrée, symétrique et définie positive. Cette méthode consiste a décomposer la
matrice A en un produit A = LLT ol L est une matrice triangulaire inférieure (c’est-a-dire dont
tous les éléments au dessus de la diagonale sont nuls) dont les termes diagonaux sont strictement
positifs. Le systéme devient alors LLYz = b. On pose LTz = 3. On résout donc d’abord Ly = b
ce qui fournit le vecteur y. Puis on résout L7z = y. Les éléments de la matrice L s’obtient en
identifiant les éléments correspondants dans les matrices A et LLT.

1.1 Contexte historique

Soit a résoudre le systeme d’équations linéaires Mx = ¢, ou M est une matrice rectangulaire ayant
m lignes et n colonnes. Si m > n (c’est-a-dire quand il y a plus d’équations que d’inconnues), ce
systeme n’a, en général, pas de solution x qui vérifie exactement les équations. On cherche alors
a les résoudre au mieuz. Pour cela, on considere le systeme carré d’équations MT Mz = MTe,
appelées équations normales. La matrice A = MTM est symétrique définie positive, la solution
r de ce systeme est unique et c’est le vecteur qui minimise ||b — Az|y ot b = M7Tc. Clest
la solution au sens des moindres carrés du systeme. Cette solution est liée a la réduction des
formes quadratiques, sujet du premier article contenu dans les (Fuvres Completes de Joseph Louis
Lagrange (Turin, 30 janvier 1736 - Paris, 10 avril 1813) et qui date de 17509. A cette occasion,
Lagrange donne des formules d’élimination semblables a celles de la méthode de Gauss dont nous



parlerons plus loin. Il semble que l'interprétation matricielle de cette méthode de réduction soit
due a Carl Gustav Jacob Jacobi (Potsdam, 10 décembre 1804 - Berlin, 18 février 1851) dans un
article posthume de 1857 [32].

La méthode des moindres carrés fut publiée pour la premiere fois par Adrien Marie Legendre
(Paris, 18 septembre 1752 - Paris, 5 janvier 1833) en 1805 [37, Appendice]. Sa justification comme
procédure statistique est due a Carl Friedrich Gauss (Braunschweig, 23 avril 1777 - Gottingen,
22 février 1855) en 1809 [24] puis en 1810 dans son Mémoire sur 'astéroide Pallas découverte par
Heinrich Wilhelm Olbers (Arbergen, 11 octobre 1758 - Bremen, 2 mars 1840) le 28 mars 1802
[25]. Selon lui la méthode des moindres carrés conduit a la meilleure combinaison possible des
observations quelque soit la loi de probabilité des erreurs [26]. Elle fut immédiatement reconnue
comme une contribution majeure. Gauss affirma ’avoir en fait déja utilisée des 1795. Ce qui est
certain est qu’il s’en servit en 1801 pour déterminer I'orbite de la comete Céres découverte par
Giuseppe Piazzi (Ponte di Valtellina, 6 juillet 1746 - Naples, 22 juillet 1826) le ler janvier 1801
[10, 27]. Plus précisément, on a

n

||b — Al‘”g = Z(b’ — <A$)1)2 avec (A.T)Z = Z Q5T 5.
j=1

=1

Gauss réécrit cette somme comme une autre somme de carrés en éliminant 'un d’entre eux a
chaque étape. Exprimée en termes d’algebre linéaire, c’est la méthode d’élimination de Gauss, sa
méthode du pivot (voir [11, pp. 324-333]). Elle consiste a tirer la premiére inconnue de la premiere
équation et a la remplacer par son expression dans les équations suivantes. A la seconde étape,
on tire la seconde inconnue de la nouvelle seconde équation et on la remplace par son expression
dans les équations suivantes. Et ainsi de suite jusqu’a 'avant derniere inconnue que 1'on tire
de I'avant derniere equation et que l'on remplace par son expression dans la derniere équation.
Dans la pratique, ces substitutions se font par combinaisons linéaires des équations du systeme.
On a ensuite a résoudre un systeme d’équations linéaires dont la derniere équation ne comporte
que la derniere inconnue, ce qui en fournit la valeur. L’avant derniere équations ne comporte
que les deux dernieres inconnues. Comme on vient de calculer la derniere ce celles-ci, on obtient
donc immédiatement la valeur de 'avant derniere inconnue. On remonte ainsi jusqu’a la premiere
équation qui contient toutes les inconnues. Mais comme toutes celles-ci sont connues sauf la
premiere, on trouve donc la valeur de la premiere inconnue. Les travaux de Gauss sont analysés
en détail dans [44]. Signalons que le mathématicien américain d’origine irlandaise Robert Adrain
(Carrickfergus, Irlande, 30 septembre 1775 - New Brunswick, NJ, USA, 10 aout 1843) avait, a
I'occasion qu’une question de topographie, publié un article en 1808 (paru en 1809) dans lequel il
exposait également la méthode des moindres carrés [3]. Ce travail passa totalement inapergu en
Europe. En 1818, Adrain appliqua encore cette méthode a la détermination de I’aplatissement
de la Terre a partir de mesures du méridien [4] et en tira une estimation des axes de l'ellipsoide
terrestre [5]. Sur ces questions, voir [35, pp. 226-230].

Lorsque m < n (c’est-a-dire quand il y a plus d’inconnues que d’équations), le systeme Mz = ¢
a une infinité de solutions. Parmi toutes les solutions possibles, on recherche celle qui minimise



Figure 1: Carl Friedrich Gauss (1777-1855)

la somme des carrées des inconnues. C’est exactement ce second cas que l'on rencontre dans les
questions de compensation des réseaux géodésiques dont Cholesky eut a s’occuper. Pour établir
une carte, le topographe doit réaliser une triangulation du terrain, une procédure inventée par
lastronome danois Tycho Brahé (Knudstrup, 14 décembre 1546 - Prague, 24 octobre 1601) et
popularisée par le Hollandais Willebrord Snell Van Royen (Leiden, 1580 - Leiden, 30 octobre
1626), dit Snellius. La triangulation avait été largement utilisée par Pierre Méchain (Laon, 16
aout 1744 - | Castellon de la Plana, Espagne, 20 septembre 1804), Jean-Baptiste Joseph Delambre
(Amiens, 19 september 1749 - Paris, 19 aout 1822), Jean-Baptiste Biot (Paris, 21 avril 1774 -
Paris, 3 février 1862) et Francois Arago (Estagel, 26 février 1786 - Paris, 2 octobre 1853) pour
mesurer, a la demande de la Convention Nationale afin de fixer le metre étalon, la longueur du
méridien terrestre [29]. Une triangulation est constituée d’une chaine de triangles adjacents. On
choisit d’abord un réseau primaire formé de points facilement repérables comme des sommets, des
tours ou des clochers. A cause des accidents de terrain, il est plus facile et plus précis de mesurer
des angles que des longueurs. De plus les angles ne dépendent pas de 'altitude des points. Ce
sont les mesures géodésiques. On commence par mesurer I'un des cotés du premier triangle avec
le maximum de précision. Les deux points de départ doivent donc étre situés, si possible, sur un
terrain plat et uni. Il s’agit d’arpentage. Puis on mesure les angles entre les différents points du
réseau a ’aide d’une planchette munie d’une alidade a pinnule ou a lunette. Afin de limiter les
incertitudes, ces angles ne doivent pas étre trop petits. A partir de la longueur d'un coté et des
deux angles adjacents, la trigonométrie nous apprend qu’il est possible de calculer la longueur
des deux autres cotés d’un triangle ainsi que le troisieme angle. De proche en proche, on obtient
ainsi les angles et les cotés de tous les triangles. Comme les sommets des triangles ne sont pas
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On obtlent ainsi une trilangulation complémentaire
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Figure 2: Réseaux de triangulation, A. Cholesky, Cours de Topographie, p. 254

situés a la méme hauteur, les triangles sont inclinés. Il est alors nécessaire des les ramener a
I’horizontale en mesurant ’angle que fait chaque coté avec la verticale. C’est le nivellement qui
s’effectue a ’aide de mesures zénithales. Enfin, il faut orienter la carte par rapport au nord, c’est-
a-dire qu’il faut mesure I’angle, 'azimut, que les cotés font avec le méridien. Il s’agit de mesures
astronomiques. Les points obtenus ainsi sont reportés sur un canevas et forment un réseau.
Dans chaque triangle, il est souvent possible de mesurer plus que deux angles et la longueur
d’un coté. On peut ainsi se mettre a ’abri d’erreurs et augmenter la précision des résultats. De
cette facon, on obtient des mesures surabondantes. Si les triangles faisant ’objet de ces mesures
surabondantes ne se referment pas, on choisit pour chaque sommet le point qui correspond le
mieux a l'ensemble des mesures et ’'on détermine les corrections a apporter aux angles mesurés;
c’est la compensation des réseaux. Sil'on veut réaliser une carte plus précise, le réseau devra étre
affiné par des triangulations plus petites. A partir des premiers points mesurés, on établit une
triangulation plus précise, dite du second ordre, puis une triangulation du troisieme ordre et ainsi
de suite jusqu’a obtenir la précision désirée pour les détails de la carte.

Selon 1’échelle de la carte, il est nécessaire de tenir compte de la forme exacte de la terre.



Les angles et les longueurs sont astreints a vérifier des équations de condition qui expriment le
fait que la somme des angles d’un triangle doit étre égale a une valeur connue (supérieure a 180
degrés pour tenir compte de la sphéricité de la terre), qu’en chaque point la somme des angles doit
valoir 360 degrés et que les longueurs doivent rester les mémes quelque soit I'ordre dans lequel les
mesures sont effectuées (voir, par exemple, [41, 22, 39]).

Enfin, certains points géodésiques ne peuvent étre observés qu’a distance et ne sont pas ac-
cessibles directement pour y installer les instruments de mesure. C’est, par exemple, le cas des
clochers, des faites des constructions élevées ou des cheminées. Ainsi que 1’écrit Cholesky [13, p.
264]

Toutes les fois que l’on fait une triangulation calculée, il y a avantage a faire également
une compensation par le calcul. On est alors amené a écrire un certain nombre d’équations
représentant les relations géométriques entre les divers éléments des figures de la tri-
angulation et comme il y a généralement plus d’inconnues que d’équations, on léve
lindétermination en écrivant que la somme des carrés des corrections est minima.

On arrive alors a un systeme linéaire ayant plus d’inconnues que d’équations. On peut donc
toujours modifier la valeur des angles de fagon que ces équations de condition soient satisfaites au
mieux. C’est ce que Gauss appelle la compensation. Si 'on a n compensations x = (xq, ..., 1,)T"
qui doivent satisfaire m équations de conditions, avec m < n, on est alors conduit a un systeme
Max = ¢. On va choisir, comme Gauss, les compensations les plus plausibles, c¢’est-a-dire celles
qui minimisent la somme des carrés ||z||3 = 22+ 23+ - -+22. On introduit pour cela m nouvelles
variables y = (y1,...,Ym)? liées & x par x = MTy. En effectuant le remplacement de z dans le
premier systéme, on obtient MM7Ty = c. On dit que l'on a résolu le systéme Mz = ¢ au sens
des moindres carrés. La matrice A = MM7 est symétrique et définie positive. Comme nous le
verrons plus loin, Cholesky va rechercher une autre matrice, L, triangulaire inférieure, telle que
les équations de condition s’écrivent LLTy = c¢. En posant z = LTy, ce systeme devient Lz = c.
Sa résolution, simple puisque L est triangulaire, fournit le vecteur z. Ce vecteur z étant calculé,
on résout le systeme LTy = z, ce qui donne y. Il ne reste plus ensuite qu’a calculer = par la
formule z = MTy.

La méthode des moindres carrés, également tres utilisée en astronomie, conduit donc a la
résolution d’un systeme d’équations linéaires dont la matrice est symétrique définie positive. Na-
turellement, les formules de Cramer en donnent la solution, mais une solution toute théorique
puisque le volume des calculs les rendent rapidement impraticables. En effet, sur un ordina-
teur effectuant dix millions d’opérations arithmétiques par seconde, il faudrait quarante milliards
d’années pour résoudre un systeme de dimension 23, c’est-a-dire beaucoup plus que 'age de
I'univers! Rapidement donc, les scientifiques se sont intéressés aux méthodes d’élimination comme
celle de Gauss.

Il est bien connu que certains résultats sont redécouverts indépendamment par plusieurs sci-
entifiques et cela, parfois, a plusieurs années et des milliers de kilometres de distance. C’est le
cas des méthodes de résolution des systemes d’équations linéaires.



L’algebre matricielle fut développée par Arthur Cayley (Richmond, 16 aotut 1821 - Cambridge,
26 janvier 1895) dans les années 1850. Du point de vue théorique, la méthode de Gauss revient
a décomposer la matrice A en un produit A = LU ou L est une matrice triangulaire inférieure
a diagonale unité (c’est-a-dire que tous les éléments au dessus de la diagonale sont nuls et que
ceux de la diagonale sont égaux a 1) et ou U est une matrice triangulaire supérieure (c’est-a-dire
que tous les éléments en dessous de la diagonale sont nuls). Le systeme s’écrit alors LUz = b,
c’est-a~-dire Ly = b si 'on pose y = Ux. La résolution du systeme Ly = b fournit le vecteur y qui
sert ensuite de second membre au systeme Ux = y et 1’on obtient la solution cherchée x.

Une variante de la méthode de Gauss, dans laquelle on transforme le systéme en un systeme
diagonal, fut proposée par le topographe allemand Wilhelm Jordan (Ellwangen, 1842 - Hanovre,
1899) en 1873 [34]. Il ne faut pas le confondre, comme c’est souvent le cas, avec Camille Jordan
dont Cholesky fut I'éleve a I’Ecole Polytechnique et qui fut, avec Eugenio Beltrami (1835 - 1900),
a 'origine de la décomposition en valeurs singulieres d’une matrice (voir [45]).

Le 9 novembre 1878, Myrick H. Doolittle (Addison, Vermont, USA, 17 mars 1830 - 27 juin
1913), un mathématicien de la Computing Division de I’ U.S. Coast and Geodetic Survey de Wash-
ington, présente une méthode de résolution des équations normales provenant de problemes de
triangulation [16]. Sa méthode consiste a annuler pas & pas les éléments de la matrice pour la
transformer en une matrice triangulaire supérieure. Elle revient en fait a décomposer A en un
produit A = LU a 'aide d’une succession de n étapes intermédiaires pour obtenir ces matrices
sous la forme L=L;+---+ L, et U =U; 4+ ---+ U,. La matrice L est triangulaire inférieure et
la matrice U est triangulaire supérieure mais c’est elle qui, contrairement a la méthode de Gauss,
est a diagonale unité. Il montre également comment ’on peut rajouter de nouvelles équations
et de nouvelles inconnues au systeme sans étre obligé de recommencer tous les calculs. Cette
technique s’apparente a notre méthode de bordage. Cette possibilité était, selon lui, I'un des
principaux avantages de sa méthode. Doolittle n’avait pas de machine a calculer a sa disposition
et il utilisait simplement des tables de multiplication. Il dit avoir résolu, avec 'aide de J.G.
Porter, un systeme de 41 équations en cinq jours et demi, c’est-a-dire en 36 heures de travail.
Le Lieutenant-Commander H.A. Seran rencontrera Doolittle a Washington en 1907. Il raconte
qu’il était alors assez agé et se mettait en chaussons au bureau. Pour savoir quand il était 16h30,
I’heure de partir, il faisait sonner un réveil qui était entendu dans toute la Division. Doolittle prit
sa retraite en 1911 pour cause de maladie.

Comme nous I'avons vu, les calculs de compensation des réseaux géodésiques conduisent a
la résolution d’un systeme d’équations au sens des moindres carrés. On résout les équations
normales par des méthodes d’élimination qui s’apparentent a celles de Gauss et de Doolittle.
La méthode de Doolittle eut un succes certain et fut utilisée, avec des variantes, pendant de
nombreuses années en géodésie. Par exemple, une telle méthode est décrite en 1912 dans le livre
de Charles Lallemand [36] (Saint Aubin sur Aire, Meuse, 7 mars 1857 - Bussy, Haute Marne, ler
février 1938), Membre de I'Institut et Directeur du Service du Nivellement Général de la France.
Cholesky en possédait un exemplaire.

En 1907, Otto Toeplitz (Breslau, Allemagne, ler aotut 1881 - Jérusalem, 19 février 1940)
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Figure 3: Otto Toeplitz (1881-1940)

démontre qu’'une matrice hermitienne peut étre factorisée en un produit LL* avec L triangulaire
inférieure, mais il ne donne aucun procédé pour obtenir cette matrice L [48]. C’est ce que fera
Cholesky en 1910, mais son travail restera longtemps inconnu.

En 1915, 'astronome Willem De Sitter (Sneek, Pays-Bas, 6 mai 1872 - Leiden, 19 novembre
1934) détaille une méthode de résolution des équations normales [43, Appendix, pp. 160-173].
Développée indépendamment du travail de Friedrich Robert Helmert (Freiberg, 31 juillet 1843 -
Potsdam, 15 juin 1917) [30], De Sitter 'avait déja exposée dans sa le¢on inaugurale & 1'Université
de Leiden en 1908 et elle était utilisée depuis au Laboratoire Astronomique de Groningen. Cette
méthode était en effet d’'un emploi simple méme pour des personnes inexpérimentées en calcul
numérique. Moins de trois heures de calcul étaient nécessaires pour un systeme de dimension 6.
Elle semble consister essentiellement une disposition pratique pour mettre en ceuvre la méthode
de Gauss. De Sitter donne également une procédure de vérification de la solution obtenue.

Une forme simplifiée de la méthode de Doolittle est due a Frederick V. Waugh en 1935 [50].
Des variantes de la méthode d’élimination de Gauss furent également étudiées par Alexander
Craig Aitken (Dunedin, Nouvelle Zélande, 1 avril 1895 - Edimbourg, 3 novembre 1967) en 1932
6], Prescott Durand Crout en 1941 [14, 15], Harold Hotelling (1895 - 1973) en 1943 [31] et enfin
Paul Summer Dwyer (né en 1901) en 1944 [20].

En 1938, I'astronome polonais Tadeusz Banachiewicz (Varsovie, 13 février 1882 - 17 novembre
1954) proposa une méthode de la racine carrée [7] tout a fait similaire & celle de Cholesky (voir
aussi [8] ot une méthode de décomposition d’une matrice quelconque est formulée). Cependant
le langage utilisé était celui des cracoviens, des objets qu’il avait inventés et étaient similaires aux
matrices mais avec une loi de multiplication différente. C’est lui qui, le premier, formula le fait



Figure 4: Tadeusz Banachiewicz (1882-1954)

que les méthodes d’élimination correspondent, en fait, a la factorisation de la matrice A en un
produit de deux matrices. Mais nous verrons qu’il avait été également précédé par Cholesky dans
cette interprétation.

En 1941, Dwyer fournit une version abrégée de la méthode de Doolittle [18] et la relie aux
autres méthodes de résolution [19]. En 1944, il donne I'interprétation matricielle de la méthode de
Doolittle [20]. Tl montre aussi que L = DUT ot D est une matrice diagonale et fait la remarque
qu’il serait plus intéressant que les matrices L et UT soient les mémes afin d’effectuer deux fois
moins de calculs. Pour cela, il suffirait de prendre les racines carrées des termes diagonaux,
c’est-a-dire de la matrice D, et il note que la méthode ainsi obtenue s’apparenterait a celle de
Banachiewicz. Sur la chronologie de ces divers travaux, on pourra consulter [21].

Aucune de ces contributions, a part celle de Banchiewicz en 1938, ne ressemblait a la méthode
de Cholesky. De plus, elles lui étaient toutes postérieures.

1.2 La contribution de Cholesky

Cholesky ne publia jamais ses travaux bien qu’il ait rédigé lui-méme des rapports sur les opérations
de nivellement de précision qu’il dirigeait en Algérie et en Tunisie [1] (voir aussi [2]). Une méthode
nouvelle pour le calcul de la correction de mire y est donnée mais il est bien difficile d’y voir les
prémices de sa méthode de factorisation.

La méthode de Cholesky fut, en fait, exposée pour la premiere fois dans une note de 1924



due au Commandant Benoit [9], de 1’Artillerie Coloniale, ancien officier géodésien au Service
Géographique de I’Armée et au Service Géographique de I'Indochine, Membre du Comité National
Frangais de Géodésie et de Géophysique (il n’a pas été possible de trouver des renseignements
biographiques plus précis sur lui). Benoit écrit

Le Commandant d’Artillerie Cholesky, du Service géographique de I’Armée, tué pen-
dant la grande guerre, a imaginé, au cours de recherches sur la compensation des
réseauxr géodésiques, un procédé tres ingénieux de résolution des équations dites nor-
males, obtenues par application de la méthode des moindres carrés a des équations
linéaires en mombre inférieur a celui des inconnues. Il en a conclu une méthode
générale de résolution des équations linéaires.

Nous suivrons, pour la démonstration de cette méthode, la progression méme qui a
servi au, Commandant Cholesky pour l'imaginer.

On sait que la compensation d’un réseau géodésique a pour but de tirer des valeurs
angulaires d’observation un systéme corrigé tel que toutes les vérifications de figures
soient satisfaites et que la figure géométrique ainsi obtenue déforme aussi peu que
possible celle que donneraient les valeurs d’observation.

Ces conditions de figure: fermeture des angles des différents triangles, égalités des
longueurs obtenues pour un méme coté quel que soit l’enchainement suivi, donnent
lieu a des équations dites de condition qui, développées par rapport auzx corrections,
peuvent étre limitées au ler ordre de petitesse.

On a, en somme, a résoudre un systeme de p équations linéaires entre les n corrections
angulaires, devenues les véritables inconnues, n étant plus grand que p, sans quoi il
serait inutile de procéder a des observations, le probleme serait indéterminé. On
stmpose la condition supplémentaire, déja mentionnée, de déformer le moins possible
la figure d’observation, c’est-a-dire de satisfaire aux équations avec les valeurs les plus
petites possibles des inconnues.

On pourrait, pour cela, exprimer que la somme des valeurs absolues des inconnues est
minima: mais cette condition ne se préte pas a une résolution algébrique commode
et c’est la principale raison pour laquelle on préfere appliquer la méthode des moin-
dres carrés de Legendre, qui donne d’ailleurs, en principe, le systéeme correctif le plus
probable...

L’article de Benoit se continue par le Résumé suivant

Résumé. - En somme, les calculs tres complexes par les méthodes ordinaires, y com-
pris celle de Gauss, et qui nécessitent autant de tableauzx distincts que d’inconnues
a €liminer, d’ou une complication d’écriture extréme, deviennent, par la méthode
Cholesky et ’emploi de la machine a calculer, relativement aisés et beaucoup plus
courts. Ils sont présentés sur un seul tableau, ou l’ordre de formation est facile a re-
connaitre et ou les opérations sont toujours les mémes. On peut, avec cette méthode,
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aborder facilement des résolutions a 40 ou 50 inconnues, qui auraient demandé des
semaines de travail ardu par les procédés antérieurs.

Enfin, il est intéressant d’en citer le dernier paragraphe

Application de la méthode Cholesky a la résolution d'un systeme de p équations
linéaires a p inconnues. - Le systéme étant déterminé, n’a qu’une solution unique,
que l’on obtiendra par suite, également, en recherchant la solution minima fournie par
Uapplication de la méthode des moindres carrés. Le procédé de calcul du Commandant
Cholesky peut des lors s’adapter a la résolution d’un systéme d’équations linéaires
quelconques.

Mais cette adaptation est plus théorique que pratique, car elle entraine a des calculs qui
sont généralement plus longs que la résolution directe du systéme par une des méthodes
habituelles: substitutions, éliminations, etc... Elle a cependant deux avantages assez
importants: d’une part celut de réduire les écritures, et, d’autre part, de constituer une
méthode homogéne, d’application brutale, présentant des vérifications continuelles.

L’article de Benoit se termine par un exemple numérique de compensation d’un quadrilatere
par la méthode de Cholesky.

La méthode de Cholesky fut sortie de I'oubli par John Todd (né le 16 mai 1911) qui I'exposa
dans son cours d’analyse numérique au King’s College a Londres des 1946 [47] et la fit ainsi

connaitre. Avec sa femme, la mathématicienne Olga Taussky (Olmiitz, Empire Austro-Hongrois,
30 aott 1906 - Pasadena, USA, 7 octobre 1995), ils racontent [46]

En 1946 l'un de nous [John Todd] donna un cours au King’s College de Londres
(KCL) sur les Mathématiques Numériques. Bien que nous ayons quelque expérience
du temps de guerre en mathématiques numériques, incluant les valeurs propres de
matrices, nous n’avions eu que peu affaire avec la résolution des systemes d’équations
linéaires. Afin de voir comment ce sujet pouvait étre présenté, nous fimes un examen
de Math. Rev. (facile a cette époque!) et trouvames une analyse (MR 7 (1944),
488), d’un article de Henry Jensen [33], écrit par E. Bodewig. Jensen déclarait la
méthode de Cholesky semble posséder tous les avantages. Ainsi il fut décidé de suivre
Cholesky et, puisque la méthode était clairement exposée, nous n’essayames pas de
trouver [’article original.

Leslie Fox, alors dans la Division de Mathématiques nouvellement créée du (British)
National Physical Laboratory (NPL), suivit le cours et apparemment trouva la méthode
de Cholesky attractive puisqu’il la rapporta au NPL, ot il [’étudia en profondeur avec
ses collegues. A partir de ces articles la méthode de Cholesky (ou parfois Choleski) fit
son chemin dans les boites a outils des algébristes numériques linéaires via les manuels
des années 1950.
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Figure 5: John Todd

Dans les examens du B.A. Honours et B.Sc Special Examinations en Mathématiques, sujets
avancés - Méthodes numériques pour les étudiants internes au King’s College en 1947, Todd donna
un exercice sur ’application de la méthode de Cholesky a une matrice de Hilbert 4 x 4. Comme il
le raconte, Todd porta cette méthode a I'attention de Leslie Fox (décédé en 1992), Harry Douglas
Huskey (né en 1916 a Bryson City, NC, USA) et James Hardy Wilkinson (Strood, 27 septembre
1919 - Londres, 5 octobre 1986) qui en firent la premiere analyse [23]. Sa stabilité numérique fut
simultanément étudiée par Alan Mathison Turing [49] (Londres, 23 juin 1912 - Wilmslow, 7 juin
1954), I'un des pionniers de I'informatique et des ordinateurs (voir [38] pour un travail plus récent
et plus complet sur cette question).

Les travaux de Cholesky ont été analysés en détail dans [11, pp. 347-351] a partir de l'article
du Commandant Benoit [9].

Donc, a cette époque, la seule trace de la méthode de Cholesky qui existait dans la littérature
scientifique était cet article du Commandant Benoit. Dans le Fonds A. Cholesky de I'Ecole Poly-
technique, cote B4, il existe un manuscrit de 8 pages 21.8 x 32 cm de Cholesky ol cette méthode
est parfaitement exposée. Il est intitulé Sur la résolution numérique des systémes d’équations
linéaires et porte la date du 2 décembre 1910. Ce manuscrit, contrairement aux autres manuscrits
contenus dans le Fonds A. Cholesky, ne comporte presque pas de ratures. Seuls quelques mots
sont rayés et remplacés par d’autres. On peut donc supposer qu’il ne s’agit pas la d’une premiere
rédaction mais nous n’avons aucune indication sur la date réelle a laquelle Cholesky inventa sa
méthode.

1.3 Analyse du manuscrit

Nous allons donc voir maintenant, a la lumiere du manuscrit original de Cholesky non publié et
retrouvé dans le Fonds A. Cholesky [12], comment il a lui-méme présenté sa méthode. Il n’est
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pas possible de savoir si le Commandant Benoit a pu consulter cette note manuscrite de Cholesky
mais, en tous les cas, les deux hommes se sont connus vers 1905, a 'occasion de la mesure de la
méridienne de Lyon.

Cholesky commence par considérer le systeme linéaire carré I ay + C = 0 ou « est une
matrice n x n, v et C des vecteurs de dimension n. Puis il pose II: v = o X. Ainsi I devient
IIT: AN+ C = 0. Il donne les formules IV qui permettent de calculer les éléments de la matrice
A. L’élément de A qui se trouve dans la colonne p et la ligne ¢ est le produit scalaire des lignes
p et ¢ de la matrice a du systeme I. On a donc A = aa’. Dans un produit, I'ordre des facteurs
pouvant étre inversé, A est symétrique.

Cholesky se propose donc de résoudre un systeme de la forme III. Il remarque que si v est
connu alors Il est un systeme équivalent a III mais avec A comme inconnue. On peut donc
résoudre III si 'on trouve un systeme I permettant de calculer facilement ~.

C’est ce qu’il se passe si la matrice o du systeme I est triangulaire inférieure. En effet, la
premiere équation ne contient que 7, la seconde ne contient que 7, et 7, et ainsi de suite. Il faut
donc trouver un systeme V: ay + C' = 0 avec « triangulaire inférieure. Puisque ce systeme est
facile & résoudre, une fois trouvé + le systéme II devient le systeme VI: o’ X —~ = 0 qui se résout
de proche en proche a partir de \,.

Il reste maintenant a calculer les éléments de la matrice triangulaire inférieure «. Il suffit
pour cela d’utiliser les formules IV qui donnent les éléments de A en fonction de ceux de «,
c’est-a-dire d’identifier les éléments correspondants des matrices A et aa’. Il obtient alors les
formules de base de la méthode de Cholesky telles qu’on les trouve dans tous les livres d’analyse
numérique. Ce sont ces formules qui contiennent un calcul de racine carrée (ce qui donnera l’autre
nom de la méthode). En passant, il démontre que sa méthode revient a décomposer une matrice
A symétrique en un produit A = aa® avec « triangulaire inférieure. Il faut remarquer qu’a aucun
moment, Cholesky ne se préoccupe de savoir si les quantités dont il doit prendre la racine carrée
sont positives. Mais il est vrai que, dans le cas qui l'intéresse, elles le sont toujours.

Enfin, Cholesky donne les formules permettant de résoudre le systeme V ay + C = 0 et dit
que la résolution du systéme VI o’ — ~ = 0 est similaire.

Cholesky s’intéresse ensuite a la mise en ceuvre de sa méthode. Puisque A est symétrique,
seule la moitié de la matrice est nécessaire, la seconde moitié pouvant étre utilisée pour y placer
la matrice a. Le calcul des éléments de a nécessite une somme algébrique de produits. Cette
somme s’effectue automatiquement sur une machine a calculer du type Dactyle dont on utilise
les pleines capacités. D’autre part, cette machine met 'opérateur a ’abri des erreurs de signe en
indiquant le résultat avec des chiffres blancs ou rouges suivent son signe. Ces machines Dactyle
furent construites par I’entreprise Chateau jusqu’au début des années 1950. Ce sont celles dont
le corps est formé par un quart de cylindre sur lequel coulissent des index que 'on place en face
des chiffres décimaux et qui comportent une manivelle sur la droite de I'appareil. Ces machines
avaient été inventées par l'ingénieur suédois Willgodt-Theophil Odhner (1845-1905) vers 1878.
Le brevet étant tombé dans le domaine public en 1906, de nombreuses copies en furent alors
fabriquées dans le monde entier, certaines avec des améliorations [40].
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Figure 6: Machines a calculer Dactyle

Puis Cholesky discute les avantages de sa méthode au point de vue de la précision numérique.
Il considere un systeme général AN + C' = 0. 1l le remplace par la résolution successive de
be + C' = 0, ou la matrice § est triangulaire inférieure, et de A — ¢ = 0, ou la matrice J est
triangulaire supérieure. On a donc A = 39, d’ou, par identification, les formules qui fournissent
les éléments de ces matrices. Le produit des éléments de 3 et ¢ situés ligne p et colonne ¢ est
égal au carré de I'élément correspondant de «, c’est-a-dire 3,40, = aiq. Les calculs s’effectuent
forcément avec une précision limitée. Donc ces nombres sont entachés d’une erreur 7. Le calcul
de ozf,q introduit, en premiere approximation, une erreur 2a,,n et celui de 3,,0,, une erreur de
(Bpg + 0pg)n. Puisque Bh0pg = a2y, on a donc (Bpg 4 0pg)n = (Bpq + 2,/ Bpg)n. En dérivant cette
expression par rapport a (3,, on voit que cette erreur est minimale lorsque 3,, = ,,. On doit
donc avoir d,, = 3,4 et Cholesky en conclut que sa méthode, oti les deux matrices sont transposées
I'une de l'autre, est celle qui conduit a 'erreur numérique la plus faible. On voit qu’il fait la un
véritable travail d’analyse numérique.

Mais ses réflexions continuent. Sa méthode réclame 'extraction de racines carrées. Il indique
donc un procédé différent de ceux pronés par les constructeurs de machines a calculer. Soit a
calculer r = v/ N et soit n une valeur approchée de cette racine carrée. On pose r =n + . D’ou

N=r>=(n+¢)*=n>+2ne+e’> ~n(n+ 2e)
en se limitant aux termes du premier ordre. Cholesky en déduit que
> (5 7)
e~ —[——n
2\n

et que 'on obtient une meilleure approximation de r en ajoutant cette valeur a n. Si ’on effectue
cette opération on obtient



procédé qui peut étre réitéré et n’est autre que la méthode d’Héron d’Alexandrie (ler siecle de
notre ére) pour 'extraction des racines carrées (elle est souvent attribuée a Newton) et qui est
utilisée par toutes les calculettes quand nous appuyons sur la touche /-.

Supposons que 'on dispose d'une table numérique donnant les valeurs des racines carrées avec
3 chiffres significatifs exacts. €/n est alors inférieur & 1072 et son carré est inférieur & 107, La
premiere itération fournit par conséquent 5 chiffres significatifs. (e/n)? est plus petit que 1078 et
la seconde itération donne donc 9 chiffres exacts. Cholesky en conclut que si la table numérique
dont on est parti donne la racine carrée avec un chiffre exact, alors on double ce nombre de chiffres
a chaque itération. C’est-a-dire, en langage moderne, que la procédure est d’ordre 2, qu’elle est
a convergence quadratique.

Il expose ensuite une méthode pour vérifier si aucune erreur ne s’est glissée dans les calculs.
Pour ce faire, il considere le systeme AN —V =0 ou V = Ae + C et e le vecteur dont toutes
les composantes valent 1. Si 'on résout ce nouveau systeme par la méme méthode on aura
ay’ —V = 0, dont la résolution fournit le vecteur 4/, puis on obtiendra A\’ comme solution du
systeme a’ ) = 4/. Cholesky exprime cette propriété en écrivant que cette relation linéaire se
maintiendra et sera encore vraie pour les coefficients a. On a donc AN —V = AN — Ae — C =
A(N —e) — C = 0 ce qui montre, en comparant avec le systeme initial A\ + C' = 0, que, pour
tout p, A, + A, = 1. On a donc la un moyen pour vérifier les calculs au fur et a mesure de leur
avancement. Comme le fait remarquer le Commandant Benoit On ne passe ainsi au calcul d’une
colonne qu’apres vérification certaine de la précédente.

Cholesky termine son travail disant qu'un systéeme de dimension 10 peut étre résolu en 4 ou 5
heures par sa méthode. Il cite le cas de plusieurs systemes dépassant la dimension 30, et méme
d’un systeme de dimension 56 provenant d’un calcul de compensation, dont les solutions ont été
obtenues de la méme maniere.

Pour conclure, on peut dire que cette note manuscrite de Cholesky constitue un travail
d’analyse numérique complet et tout a fait remarquable pour I’époque (et méme pour la notre):
présentation et justification théorique d’un algorithme, étude de la disposition pratique des calculs
sur une feuille de papier, discussion des problemes posés par la mise en ceuvre sur machine a cal-
culer, étude des erreurs numériques dues a la précision finie des calculs, procédure de vérification
des résultats et commentaires sur les essais numériques. De nos jours, la méthode de Cholesky
est toujours d'une importance majeure.

2 Documents militaires
On trouve dans le Fonds A. Cholesky de nombreux documents a caractere scientifique rédigés

par Cholesky a 'occasion de ses activités pendant la guerre. Certains sont manuscrits et d’autres
tapés a la machine. Ils montrent que leur auteur mis sa culture scientifique au service de 'armée.
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2.1 Manuscrits

e Canevas de tir pour situer le plus exactement possible la ligne de combat (2 p.).
e Surveillance des aéronefs (1 p.).
e Protection contre les incursions des aéronefs (1 p.).

e Lieu du point apparent d’émission du claquement pour une piece de 77 du Grafen Wald
pour la Section B, quand on fait varier le plan de tir de la piece (1 p. et 3 p. de brouillon).

e Tenue a jour du programme de la photo aérienne (2 p.).

e Appareil de pointage pour mitrailleuse sur avion Nieuport (3 p.).
e But du groupe de canevas de tir (2 p.).

e Canevas de tir pendant la marche en avant (5 p.).

e Instructions particulieres a l'artillerie pour I'emploi des contres-batteries (complément a
l'ordre général no. 12).

e Instructions pour la surveillance des aéronefs (1 p.).

e Etude d’artillerie (1 p.).

e Projet de répartition du travail dans le GCTA (3 p.).

e Manuscrit sans titre sur le travail de D'officier géographe (5 p.).
e Manuscrit sans titre sur les repérages par avions (3 p.).

e Manuscrit sans titre avec des calculs numériques sur les arrangements (1 grande double
page).

e Sur le combat aérien (10 p.).
e Organisation du tir de Partillerie (36 pages dactylographiées). Il s’agit des conférences faites
par Cholesky et le Capitaine de Fontanges en mai 1915 .
2.2 Documents imprimés

e Etude sur le tir d’artillerie contre les batteries masquées (envoyé le 5 novembre 1914 depuis
Somme-Suippe au Chef d’Escadron Girard, commandant le 3eme groupe du 23eéme Régiment

d’Artillerie).

e Projet d’organisation de 1'observation et du tir d’artillerie sur un front de Corps d’Armée
(24 décembre 1914).
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e Opérations topographiques effectuées par I’artillerie pour relever les batteries et leurs reperes.

e Notes sur le tir avec observateurs latéraux et aériens (avril 1915).

Les documents militaires officiels (instructions, rapports, notes de service, etc.) ne comportent
pas toujours de signature. Cependant, d’apres le sujet et le style, il est a peu pres certain que
d’autres documents qui se trouvent dans le Fonds A. Cholesky lui sont dues. Par exemple, des
corrections de la main de Cholesky se trouvent dans une Instruction sur [l’organisation et les
attributions des groupes de canevas de tir des armées, en date du 23 décembre 1915 et signée par

Jofre.

3 Cours de PESTP

Divers manuscrits relatifs au travail de Cholesky comme professeur a I’Ecole Spéciale des Travauz
Publics, du Batiment et de I'Industrie (ESTP) se trouvent dans le Fonds A. Cholesky.

La planchette, ou goniographe, est un instrument capital en topographie et il en est largement
fait mention dans les écrits de Cholesky. C’est un appareil qui sert a reporter sur une feuille, le
canevas, les angles qui ont été mesurés par un goniometre. L’alidade est un instrument de visée
employé pour viser et tracer des directions. Il a été inventé par Archimede, au 3eme siecle. Il
comporte une regle avec deux pinnules qui pivote sur un cercle gradué et qui est montée sur la
planchette d'un goniographe. La regle comporte un biseau gradué le long duquel on trace le trait
qui correspond a la direction de I'objet pointé. Dans l’alidade holométrique, inventée en 1667
par les frangais Adrien Auzout (Rouen, 28 janvier 1622 - Rome, 23 mai 1691) et Jean Picard
(La Fleche, 21 juillet 1620 - Paris, 12 octobre 1682), cette visée s’effectue a 1’aide d’une lunette
comportant une regle a éclimetre. Elle est utilisée pour les levés a moyenne et grande échelle. Ces
instruments nécessitent un ensemble de réglages délicats afin d’assurer une précision maximale
aux mesures. Cholesky les a décrit largement dans ses divers cours de ’'ESTP.

3.1 Complément de Topographie

C’est un cours manuscrit de 239 pages intitulé Complément de Topographie et écrit sur des feuilles
de 15.5x20 cm. Nous en possédons également une version en caracteres d’imprimerie calligraphiés
avec des corrections de la main de Cholesky. Donnons-en une table des matieres succincte
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Figure 7: Alidade a pinnules et planchette

Chapitre 1 Généralités

Chapitre II ~ Plans de topographie détaillée
Etude compléte d'un levé au 1/1000°
Exécution du levé
Piquetage et reperement des points du canevas
Levé du canevas
Stations de planchette. Construction du canevas
Nivellement
Levé des détails
Nivellement des détails

Chapitre IIT  Levé a la boussole. Eclimeétre

Chapitre IV Triangulation graphique

3.2 Cours de Calcul Graphique

C’est un cours manuscrit de 83 pages, sur des pages de 15.5x 20 cm. En voici la table des matieres
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Figure 8: Pages manuscrites de Cholesky sur la triangulation

Avant-Propos
Chapitre 1 Généralités
Représentation graphique des nombres
Courbes - Diagrammes - Equations a 2 variables
Surfaces - Equations a 3 variables
Chapitre 11 Abaques

Abaques a deux variables

Théorie générale des abaques

Il est intéressant de citer le début de 1’Avant-Propos

No. 1 - Définition du calcul graphique - Son utilité

Le calcul graphique a pour objet de remplacer les calculs numériques par un dessin,
une sorte d’épure, dont la construction permet de passer directement des données au
résultat. L’épure employée est généralement désignée sous le nom d’Abaque.

L’exécution d’une telle épure est souvent compliquée et demande d’autant plus de
soin que l'on désire une précision plus grande. Aussi n’a-t-on pas en général intérét
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a chercher a résoudre graphiquement un cas isolé, pour lequel la construction du
graphique demanderait le plus souvent beaucoup plus de temps que le calcul numérique.

Au contraire, les procédés du calcul graphique deviennent trés avantageux lorsqu’il
s’agit d’un calcul qui se reproduit tres fréquemment, de l'application d’une formule
dans laquelle les données seules varient. Le dessin peut alors étre disposé de facon a
fournir a l'aide d’opérations simples les résultats correspondants a tous les systémes
de valeurs des variables. L’établissement de l’épure peut dans ce cas étre tres long,
il n’en résulte pas moins une économie de temps trés sensible, si chaque fois qu’on
s’en sert pour une opération tres fréquente, on gagne une partie notable de la durée
du calcul numérique qui se trouve ainsi supprime.

Le calcul graphique s’applique donc principalement a des calculs qui doivent étre
répétés tres fréquemment.

1l est inutile dinsister sur lintérét que présente toute réduction dans la durée des
calculs, cette réduction se traduisant toujours par une économie de temps et par
suite d’argent; c’est pour cette raison qu’on a cherché a réduire la durée des cal-
culs numériques en calculant a [’avance des Tables numériques constituant absolu-
ment [’équivalent des épures employées dans le calcul graphique. L’avantage de ces
dernieres est que généralement elles sont plus faciles et moins longues a établir; de
plus leur emploi est moins pénible pour le calculateur.

3.3 Cours de Topographie

Nous possédons les pages 44 a 218 du manuscrit d’un livre de Cholesky intitulé Cours de Topogra-
phie et publié par I'Ecole Spéciale des Travaux Publics & une date inconnue. Ce livre connu un
succes certain puisqu’il eut au moins sept éditions. La septieme édition, qui date de 1937, (Bib-
liotheque Nationale de France, cote 4-V-15365 (2)) fut revue par Henri-Albert Noirel, répétiteur
A I'Ecole Polytechnique. Elle contient 442 pages, 100 figures et 18 planches ou photographies
d’instruments.

En voici la table des matieres
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Figure 9: Cours de Topographie de Cholesky

Premiere Partie  Considérations générales

Chapitre 1 Définitions - De I’échelle

Chapitre 11 Particularités des cartes de topographie générale
Chapitre III Erreurs - Fautes

Deuxieme Partie Instruments

Chapitre IV Caractéristiques des instruments de topographie générale
Chapitre V Instruments pour la mesure des longueurs

Chapitre VI Instruments pour la mesure des angles

Chapitre VII Instruments pour 1’établissement et I’emploi des perspectives
Chapitre VIII Instruments pour la détermination des altitudes
Chapitre IX Accessoires

Troisitme Partie  Etude des levés

Chapitre X Méthode générale

Chapitre XI Plans de topographie générale

Chapitre XII Cartes chorographiques

Chapitre XIIT Levés hydrographiques
Chapitre XIV Levés par les perspectives

Le nom de Cholesky se retrouve dans certains ouvrages actuels de topographie. Sa méthode de
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résolution des systemes d’équations linéaires y est citée en rapport avec la méthode des moindres
carrés. Il est également fait mention du cheminement double de Cholesky dans [28].

4 Autres manuscrits

Le Fonds A. Cholesky renferme également

Figure 10: Instruments de topographie

e Trois pages intitulées Sur la détermination des fractions de secondes de temps.

e Un manuscrit de 15 pages avec le titre Instructions pour ’exécution des nivellements de
précision. 11 comporte 11 sections
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I Conditions des nivellements a effectuer en dehors des grandes voies
de communication

IT Reconnaissance du tracé

111 Reperements

v Reperes fixes et provisoires

Vv Installation de niveau
VI Réglage du niveau
VII  Mires

VIII Exécution d’une nivelée

IX Tenue des carnets

X Calculs a effectuer sur le terrain
XI Calculs définitifs

Un manuscrit de 8 pages intitulé Equation de [’ellipsoide terrestre rapportée a Oz tan-
gente au parallele vers I’Est, Oy tangente au méridien vers le Nord, Oz verticale vers le
zénith. 11 en existe également un exemplaire a la machine a écrire dans lequel les formules
mathématiques sont insérées a la main.

Un manuscrit de 16 pages Etude du développement conique conforme de la carte de Roumanie.
On en possede aussi un exemplaire tapé a la machine ou les formules mathématiques sont
insérées a la main.

Un manuscrit de 3 pages Instructions sur ’héliotrope-alidade (modéle d’étude 1905), écrit
a La Charpenne le 18 aott 1905.

Cinq pages de description de I'alidade holométrique.

Cinq pages de description de la boussole-éclimetre.

Trois pages et trois plans sur la construction de lignes de chemin de fer.

Trois pages intitulées Remarque au sujet du calcul de correction de mire.

Divers cours et feuilles d’exercices destinés aux éleves par correspondance de ’'ESTP.

Deux feuilles avec le titre Compléments de Topographie. Levés d’études a la planchette.
b séries et 2 exercices pratiques. Taches a remplir. Ce document présente les idées de
Cholesky sur le programme des études d'un cours de levés d’études a la planchette qu’il a
donné a 'ESTP et que nous n’avons pas retrouvé (peut-étre a-t’il été entierement inclus
dans son Cours de Topographie). 1l se termine par

Recommandation tres importante. L’éléve se tromperait beaucoup s’il croyait trou-
ver dans les cours qu’il a entre les mains les solutions complétes des exercices qui
lui sont proposés. Ces exercices ont pour but principal de le forcer a réfiéchir,
de l’empécher d’apprendre ses cours trop strictement, en lui indiquant que dans
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un travail aussi complexe qu’un levé topographique, tout dépend de la valeur de
Popérateur qui doit par suite étre habitué a raisonner toutes ses opérations. Aussi
[’éleve aura-t-il souvent avantage, lorsqu’il sera arrété par un exercice a abandon-
ner ’étude du cours et a chercher simplement si le bon sens ne lui indiquera pas
la solution. Les exercices corrigés constitueront un complément indispensable du
cours, et non pas une répétition; ausst [’éleve ne devra-t-il pas se décourager s’il
rencontre des difficultés sérieuses dans les exercices qui lui sont proposés. Qu’il
montre qu’il sait réfiéchir, on ne lui en demandera pas davantage.

Il n’y a rien a ajouter !

Appendice 1

Soient a, b et ¢ les cotés d’un triangle et A, B et C' les angles qui leur sont respectivement opposés.
Les relations fondamentales suivantes sont vérifiées

A+B+C=m

a/sin A =0b/sin B =c¢/sinC

a® = b* + ¢® — 2bccos A

(a+b)/(a—b)=tan((A+ B)/2)/tan((A — B)/2).

Résoudre un triangle consiste, a partir de trois éléments, a calculer les trois autres. La longueur
d’un coté doit toujours figurer parmi ces trois éléments. On a

] Données \ Calcul des autres éléments ‘
a,A,B |C=m—A—-DB, b=asinB/sinA, c=asinC/sinA
a,b,C | tan(A—B)/2=(a—b)/(a+b)cotC/2, (A+B)/2=(r—C)/2
Ayant obtenu A+ B et A — B, on en déduit A et B
c=asinC/sin A
a,b;A | sinB=bsinA/a
Sia > b, B < 7/2 ne peut prendre qu'une seule valeur.
Si a < b, trois cas sont possibles:
1 -sibsin A < a, B peut prendre 2 valeurs (By =7 — By),
2-sibsinA=a, B=m/2,
3 - si bsin A > a, le triangle est impossible.
C=n—A-DB, c=asinC/sinA
whe [T=[r=—a b=/ avec p=(a+ b+ 02
tan A/2=r/(p—a), tanB/2=71/(p—10), tanC/2=1/(p—c)

La hauteur h sur le c6té a (menée a partir de A) est

h =bsinC = csin B.
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Signalons qu’en géodésie on mesure les angles non pas en degrés, comme en trigonométrie, ou
en radians, comme en mathématiques, mais en grades, aussi appelés gons. Le cercle est divisé en
400 gons au lieu de 360 degrés.

Pour un triangle sphérique, la somme des angles est toujours supérieure a m. Des relations
existent pour résoudre les triangles sphériques. Nous ne les donnerons pas ici.

Appendice 2

Expliquons comment se présente la méthode des moindres carrés dans son application a la com-
pensation des réseaux (voir [17] et, pour des détails mathématiques plus poussés, [42]).

Supposons que 1’on ait effectué n mesures 4, . . ., [,,, éventuellement réduites a la représentation
plane. Ce sont, en général, des mesures d’angle ou de distance. On veut compenser ces mesures,
c’est-a-dire corriger les erreurs dont elles peuvent étre affectées a cause de la précision des in-
struments et des inexactitudes expérimentales. Les inconnues Xi,..., Xy sont les coordonnées
Lambert des nouveaux points. Les mesures [; sont, en ’absence d’erreurs, reliées aux inconnues
par des relations de la forme

li:fi<X1,..-,XN), izl,...,n,

ou les f; sont les fonctions non linéaires. Soit v; I'estimation de ’erreur sur la mesure ;. Ce sont
des variables aléatoires qui suivent une loi de Gauss normale centrée. On a donc, en fait, les
relations d’observation

l2+Uz:fz<X1,,XN), z:l,,n (1)

C’est un systeme non linéaire de n équations a N 4+ n inconnues Xi,..., Xy et vy,...,v,. Il faut
commencer par le rendre linéaire.

Soient If = fi(X7,...,X}%) les mesures calculées pour des valeurs approchées X des in-

connues. Ces valeurs approchées sont obtenues par un moyen adéquat quelconque, en utilisant
seulement une partie des mesures. Par exemple, pour compenser un réseau de cing points, on
n’utilisera que trois mesures et la solution obtenue servira de solution approchée. Pour linéariser
le systeme (1), on effectue un développement de Taylor au premier ordre des fonctions f;, ce qui

donne
_ o, of,
0Xy 0X%
Soit z; = X; — X7 la correction de compensation. En notant A la matrice de coefficients a;; =
8]‘2-/8X}k pourt=1,...,net j=1,..., N, ble vecteur de composantes [; — [7 pour i =1,...,n,
x celui de composantes z; pour ¢+ = 1,..., N et v celui de composantes v; pour ¢ = 1,...,n, le
systeme (2) s’écrit

li—lf—l—vi (XN—X;[), Zzl,,n (2)

(X1 — X) 4+

Az =b+wv. (3)

Nous allons voir comment le résoudre par la méthode des moindres carrés.
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Chaque mesure [; est une variable aléatoire caractérisée par son écart-type o;. Le nombre
p; = 1/0? est le poids de cette mesure. On démontre que les résidus v; sont des variables aléatoires
normales centrées et indépendantes et que la solution la plus probable du systeme des relations
d’observation (3) est celle qui minimise la quantité

n
2 2
g2 => pv;.
i=1

C’est la condition des moindres carrés.
Cette quantité est la plus petite possible quand ses dérivées partielles par rapport aux z; sont
toutes nulles. On a

9% X ov?
o, ~ 2Pig,

i=1

Or 0v?/dz; = 2v; Ov;/Ox;. D’apres (3), on a dv;/dz; = a;; et la condition des moindres carrés
entraine donc .

Zaijpivi:(), jzl,,N

i=1
Si 'on appelle P la matrice diagonale d’éléments py, ..., p,, cette condition s’écrit

AT Py = 0.

C’est un systeme de N équations a n inconnues et I’'on obtient donc finalement un systeme de
N + n équations avec autant d’inconnues

ATPy =0
Ax —v =0b.

Mais v = Az — b et, en remplacant dans le premier systeme, on trouve
ATPAz = A" Pb.

Ce systeme, dit des équations normales, ne contient plus que les inconnues x. Il est de dimension
N et sa matrice est symétrique définie positive puisque les poids p; sont positifs. C’est ce systeme
que l'on résout par la méthode de Cholesky.
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